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Absztrakt. A GeoGebra egy olyan dinamikus matematikai program,
mely egyben egy dinamikus geometriai és egy computer algebrai rend-
szer. Nagyszeriisége abban rejlik, hogy minden matematikai objektum-
nak (pontoknak, egyeneseknek...) megadja mind a geometriai, mind

kapcsolat, egy objektumot modositva az egyikben modosul a masikban
is. A cikkben bemutatasra keriilnek a GeoGebra alapvetd funkcioi,
oktatasban vald felhasznéalasnak lehetoségei.

1. Matematikai segédprogramok attekintése

Bevezetésként szeretném roviden Osszefoglalni azokat a szempontokat,
amelyeket érdemes megfontolnia egy oktatonak, amikor arrél dont, hogy mely
szoftvert, szoftvereket hasznalja a matematikaoktatasban.

Léteznek specifikus (kevesebb, kisebb teriiletet érintd) és 1éteznek
altalanosabb célu (t6bb teriileten is jol alkalmazhatd) programok. Példaul a
Graph program csak a fiiggvények témakorével foglalkozik, ezzel szemben a
Maple a matematika szinte minden teriiletét érinti. Talalhatok magyar
alkalmazasok és olyan kiilfoldiek is, amiknek létezik magyar valtozata, de
vannak olyanok is, amik csak idegen nyelven érthetéek el. Az Euklidesz
példaul egy magyar fejlesztésii program, de példaul a Cabri is kaphatd magyar
forditassal. A tekintetben is kiilonbdznek az egyes szoftverek, hogy milyen
szintll informatikai ismeretek sziikségesek a hasznalatukhoz. Léteznek olyan
programok (ilyen példaul a Derive) amelynek hasznalata csak alapszintii
felhasznal6i ismereteket igényel és vannak olyanok is, amelyekhez mar
programozo6i ismeretekre is sziikség van (ilyen példaul a Maple vagy a
Mathematica). Taldlhatok olyan szoftverek, amelyek platform fiiggetlenek és
vannak olyanok is, amelyek csak bizonyos platformokon telepitheték. Az
Euklidesz példaul csak Windos-on futtathatd, a GeoGebra ezzel szemben
Linux-on és Mac OS-on is. Bizonyos szoftverek oktatasi célokra szabadon
felhasznalhatok, de vannak olyanok, amelyeknek csak bizonyos verzioi
érhetdk el ingyenesen, s6t olyanok is, amelyeket csak megvasarolni lehet. A
Graph példaul teljesen ingyenes, az Euklidesznek csak az 1.1-es valtozata az,
a Maple pedig csak fizetésen érhet6 el.

Id6takarékossag szempontjabol talan érdemes olyan szoftvert
valasztani, ami tobb teriileten is alkalmazhat6, igy a szoftverrel vald
ismerkedésre csak egyszer kell id6t szanni. (Természetesen mérlegelni kell,
hogy a tobbfunkciosagbodl fakado esetleges bonyolultsdg mennyivel neheziti
meg a program hasznalatat.) A magyar oktatasban javaslom a magyar nyelvii
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szoftverek hasznalatat, mert igy elkeriilhetok az esetleges nyelvi akadalyokbol
szarmaz6 nehézségek. (Ez alol azon esetek kivételek, amikor a (szak)nyelv
megtanitasa is oktatasi cél.) Véleményem szerint altalaban érdemesebb olyan
szoftvert valasztani, aminek hasznalata nem igényel magas szintii informatikai
ismereteket, ez alol kivételt képeznek azok az esetek, amikor a magasabb
szintli informatikai ismeretek oktatasa, fejlesztése is cél. Azt gondolom, hogy
a kozoktatasban fontos szempont, hogy a kivalasztott program ingyenesen
elérheté legyen, hisz igy nem csak az iskola kdltségvetést kiméli a valasztas,
de a didkok szamadra is lehetdvé teszi az otthoni gyakorlast.

Az altalam felsorolt kritériumoknak mind eleget teszt a késdbbiekben
bemutatott GeoGebra program, ezért is tetszett meg, amikor munkdm soran
elészor talalkoztam vele.

2. A GeoGebra program rovid bemutatasa

A GeoGebra egy ingyenes, platform fliggetlen, magyar forditasban is elérhetd
dinamikus matematikai program. Témajaban kapcsolddik a geometridhoz, az
algebrahoz és az analizishez.

Kozépiskolai oktatasi segédletként készitette 2001/2002-ben Markus
Hohenwarter a Salzburgi Egyetemen diplomamunkéajanak részeként. A
matematikaoktatassal kapcsolatos doktori tanulmanyaiban tovabbfejlesztette a
programot. A GeoGebrat az elmtlt évek soran Szamos nemzetkozi dijjal
jutalmaztak, vilagszerte tobb mint 25 nyelvre forditottak le. 2006 6ta az
osztrak oktatasi minisztérium tamogatasa biztositja, hogy a szoftver oktatasi
célokra ingyenesen felhasznalhato legyen. A fejlesztés 2006 juliusa oOta az
USA-ban a Florida Atlantic egyetemen folyik.

A GeoGebra egyrészt egy dinamikus szerkeszté rendszer. A
felhasznalé tulajdonképpen egy virtualis szerkesztokészletet kap a kezébe,
aminek segitségével elkészitheti a kdzépiskolai szerkesztések barmelyikét. A
papiron végzett szerkesztésektol eltérden viszont itt a kiinduld objektumok
(pontok, egyenesek...) szabadon mozgathatok, ugy hogy a télik fluggd
objektumok veliik egyiitt mozognak.

Masrészt egy computer algebrai rendszer, amiben az objektumok
algebrai uton adhatok meg (pontok koordinataikkal, egyenesek
egyenleteikkel, fuggvények képletiikkel...). Az objektumokkal kiilonb6z6
szamitasokat is lehet végezni, mint példaul fiiggvények derivalasa,
integralasa... stb.

A GeoGebra talan legfontosabb tulajdonsaga, hogy egy kifejezés az
algebra ablakban megfelel egy objektumnak a geometria ablakban, és viszont.
Fliggetleniil attol, hogy az objektumot milyen modon vettiik fel (a geometria
ablakban szerkesztéssel, vagy az algebra ablakban paramétereinek
megadasaval) mindkét ablakban modosithatd és a valtozas a masik ablakban
is lathato.



GeoGebra a matematikaoktatasban

3. A GeoGebra program hasznalata

3.1. Inditas

A program akar telepités nélkiil is futtathaté, mikddéséhez csak JAVA
sziikséges. A telepitése se okozhat nehézséget egy alapszintli szamitogépes
ismeretekkel rendelkezé felhasznald szamara. (Tovabbi informaciok a
http://www.geogebra.org oldal Let6ltés meniipontja alatt talalhatok.)

A GeoGebra ablak a Windows-os alkalmazasoktol megszokott
felépitésii: az ablak tetején egy meniisor, alatta pedig egy eszkozkészlet
talalhatd. A meniiben érheték el azok a funkciok, amik a szerkesztést
globalisan érintik. Az eszkozkészlet segitségével tud a felhaszndld 1j
objektumokat felvenni a jobb oldalon talalhaté geometria ablakban, amelyek
algebrai paraméterei (koordinatai, egyenletei,) parhuzamosan a bal oldali
algebra alakban lathatoak. Az objektumok természetesen utdlag is
modosithatok mindkét ablakban. Az objektumok az ablak aljan talalhato
parancssorba beirt parancsok segitségével is megadhatok, modosithatok.
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1. abra: A GeoGebra ablak

3.2. Alapfunkciok

A program 0Osszes funkcidjanak, lehetOségének bemutatasa egy konyvet is
betdltene, ezért néhany példan keresztiil csak a legalapvetdbbeket szeretném
ismertetni.
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3.2.1. Geometria

Geometria feladatok esetén érdemes a Nézet meniipontban kikapcsolni a
Tengelyeket, valamint elrejteni az Algebra ablakot. Példaként az Euler
egyenes szerkesztését és a haromszdg specialis pontjainak €s vonalainak
vizsgalatat szeretném bemutatni.
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2. abra: Haromszog specialis pontjai, vonalai (Euler-egyenes)

Els6 1épésként fel kell venni egy haromszoget. Ehhez el6szor ki kell
valasztani az eszkozsor Sokszog |**/ gombjat, majd egy-egy egérkattintassal
meg kell hatarozni a haromszdg csucsainak helyzetét, végiill pedig a
haromszog els6ként megadott cstcsara kell kattintani. Ekkor a program
rogton el is nevezi a csucspontokat, az oldalakat és a haromszoget is (melynek
teriilete lathato az algebra ablakban). Az objektumok tulajdonsagai igény
szerint modosithatok a kdrnyezeti mentijiikb6l elérheté Tulajdonsag ablakban.
A kovetkezd 1épésben az eszkozsor Mer6leges ' gombjaval a felhasznald
konnyedén megrajzolhatja a magassagvonalakat, az adott oldalra majd a
szemkozti cstcsra kattintva. A szakaszfelez6 mer6legeseket a Szakasz felezd

funkcio segitségével az oldalakra Kattintva lehet megrajzolni. (A
szokvanyos jelolésben hasznalt alsé indexeket GeoGebraban is meg lehet adni
a,, ” jel segitségével.) Az O és M pontokat a Két alakzat metszéspontja =
gombbal lehet meghatarozni, a megfelelé egyenesekre kattintva. Ekkor mar
megrajzolhatdo az M és O pontra illeszkedd Euler egyenes az Egyenes két
ponton at - gomb segitségével. Az alabbi két abra illusztralja, hogy milyen
sokat tud segiteni az abra atlathatéosagaban az, hogy moddosithaté az egyes
egyenesek stilusa.
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3. abra: A stilusok modositasa elétt

4. abra: A stilusok modositasa utan

A feladathoz most mar csak a sulypont helyzetének meghatarozasa
szitkséges, melyet a Felezépont |, a Szakasz |- és a Két alakzat
metszéspontja = funkciok segitségével lehet meghatirozni. A teljesség
kedvéért a koriilirhato kor is megjelenitheté az abran (a Kor kozépponttal és
keriileti ponttal |/ funkcioval adhatd meg az O majd az A pontra kattintva).

A didkok a  haromszdg  cstucspontjainak  mozgatasaval
megvizsgalhatjak, hogy milyen a specialis pontok, egyenesek relativ helyzete
a haromszoghoz és egymashoz képest. (A programban arra is van mod, hogy
két alakzat kapcsolatat ne csak geometriailag sejtsiik meg, hanem lekérdezziik
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a Kapcsolat alakzatok kozott [ gomb segitségével.) Arki Tamas cikkében [4.]

egy rokon téma a Feuerbach-kor szadmitégéppel
kapcsolatban tovabbi mddszertani tippeket talalhat az Olvaso.

segitett tanitasaval
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5. abra: Az Euler egyenes

Természetesen az elobbi példanal nehezebb, Gsszetettebb feladatok
megoldasara is képes a program, mint példaul Laszlo Istvan és Simon Péter
Az Euklides dinamikus geometriai szerkesztOprogram” [5.] cikkében emlitett

Simson-egyenessel kapcsolatos feladat.

6. abra: Simson- egyenesek abrazolasa GeoGebraval
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3.2.2. Koordinata-geometria

Koordinata-geometria feladatok esetén az eldzdektdl eltéréen érdemes a Nézet
meniipontban bekapcsolni a Tengelyeket, valamint megjeleniteni az Algebra
ablakot. Els6 példaként az el6z6 példat szeretném folytatni. A fenti
modositasokat megtéve, megvizsgalhatd, hogy a sulypont koordinatai hogyan
hatarozhatok meg a cstcspontok koordinataibol. Masodik példaként a kor
egyenletének tanitasakor jol alkalmazhatod segédanyag elkészitését szeretném
megmutatni.

Els6 1épéskeént fel kell venni a kor kozéppontjat az Uj pont =/ funkci6
segitségével, a rajzlapon tetszdleges helyre kattintva. Majd meg kell hatarozni
a sugarat, a parancssorba beirva egy nevet és egy értéket (példaul r=5). Az
algebra ablakban az elébb megadott szam kornyezeti meniijében beallitva az
alakzat megjelenitését, a geometria ablakban egy csuszkan valtoztathat6 lesz
az értéke. Végil pedig a Kor kozépponttal és sugarral =/ funkciot kell
kivalasztani és elészor a kozéppontot, majd a sugarat megadni. Ezt kdvetéen
az algebra ablakban megjelenik a kor képlete, a geometria ablakban pedig a
képe.

A kozéppont és a sugar valtoztatasaval parhuzamosan valtozo képlet
alapjan a didkok kitalalhatjak, vagy ellendrizhetik, hogy a képlet hogyan
hatarozhat6 meg.
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7. abra: A kor egyenlete

3.2.3.  Analizis

A fiiggvények témakorének tanitdsaban is sok segitséget nyujthat a
GeoGebra. Elsoként egy a linearis fiiggvényekkel kapcsolatos munkalapon
keresztiil szeretném megmutatni, hogy milyen egyszeriien készithetiink olyan
anyagokat, amik megkonnyitik a fliggvény transzformaciok megértését. Dr.



Papp-Varga Zsuzsanna

Karl Josef Fuchs irt cikkében [3.] a készitsd grafikusan elvrél, melynek
kapcsan ,,a tanuldk egyrészt nagyon konnyen tudjak transzformalni a (valos
fiiggvények) grafikonjait, masrészt koncentralni tudnak a matematikai
objektumok kdzponti tulajdonsagaira”.
Ezt kovetben pedig egy masik munkalapon azt szeretném megmutatni, hogy
hogyan nyujthat segitséget a GeoGebra egy teljes fliggvény-vizsgalathoz.

Az els6 munkalapon az ax+b fliggvény keriil abrazolasra tetszoleges
a és b értekek esetén. Az elkészitéséhez Osszesen harom parancsra van
szitkség. Meg kell adni az a-t és a b-t (példaul a=1, b=2) és magat a fliggvényt
(a*x+b). Ezt kovetéen érdemes a-t és b-t megjeleniteni, hogy értékiiket a
geometria ablakban 1évd cstuszkakon kdnnyedén lehessen valtoztatni.

A diakok akar 1j anyag tanuldsakor, akar gyakorlaskor sok hasznat
vehetik ennek az egyszeri munkalapnak (ami természetesen tovabb

csiszolhato: cimkékkel, szovegekkel...).
s - J0 I |

8. dbra: Az ax+b fiiggvény

A maésodik munkalap egy konkrét fiiggvény jellemzéséhez nyujt
segitséget, izelitét adva abbdl, hogy milyen lehetdségeket nylijt a program.
Elséként be kell irni a parancssorba a fiiggvényt (Parancs: 2*x"3+4*x"2+2).
Egy—egy paranccsal meghatarozhatok a gyokei (ZH=gyok[f]), a szélsdértékei
(M=sz¢lsoérték[f]) és az inflexidés pontjai (I=inflexiosPont[f]). Amennyiben
valamelyik specialis pontbol tobb is van, a program automatikusan indexekkel
latja el a felhasznal6 altal megadott nevet. A GeoGebra képes meghatarozni a
fiiggvény derivaltjat (derivalt[f]), hatarozott (Int=integral[f,a,b]) ¢és
hatarozatlan integraljat (F=integral[f]), also (Als6=als60sszeg[f,a,b,n]) illetve
fels6 kozelit6 dsszegét (Felsd=felsdosszeg|f,a,b,n]) is.

Az elkésziilt munkalap természetesen nem csak egy fiiggvény
elemzésére ad lehet6séget, hiszen a képlet egyszerien modosithato az algebra
ablakban.
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9. dbra: Integralas

3.3. Médszertani szempontbdl kiemelendé funkciok

Az el6z6 fejezetben megprobaltam néhany példan keresztiil a legalapvetébb
funkcidkat bemutatni. Most szeretném kiemelni a véleményem szerint
mddszertani szempontbol érdekesebb funkcidkat.

3.3.1.  Szerkesztés lejatszasa

A GeoGebra lehet6séget ad a szerkesztések lejatszasara. (A Nézet meniiben
lehet beallitani, hogy megjelenjen a navigacios eszkoztar.) A lejatszas lehet
automatikus, ekkor beallithato a 1épések kozotti id6, de lehet kézi is, ekkor a
felhasznalo lépkedhet egyesével, de elugorhat a szerkesztés elejére vagy
veégere is.

A szerkesztOprotokoll segitségével modosithatd az objektumok sorrendje
(természetesen az Gs objektum meg kell, hogy elézze a leszarmazottat), s6t azt
is meghatarozhato (toréspontok elhelyezésével), hogy egyszerre tobb 1épés
hajtodjon majd végre a lejatszasnal.

Az emlitett lehet6ségek olyan eszkozt adnak a tanarok kezébe, amellyel
konnyedén tudnak szerkesztéseket, bizonyitasokat, feladat megoldasokat
megmutatni, elmagyarazni.

3.3.2. Megjelenités

Mar a példakban is tobbszor hasznaltam a csuszkakat, amelyek egy-egy szam
geometria ablakbeli megfelel6i. Ezek segitségével, ahogy példaul a linearis
figgvények esetében mutattam, pillanatok alatt készithetd latvanyos animacio.
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A Nézet meniipontban, mint mar emlitettem be lehet allitani, hogy
lathatéak legyenek-e vagy sem a tengelyek és az algebra ablak. Hasonléan
elrejthetdk, illetve megjelenithet6k a segédvonalak (racs) is. A Beallitasok
meniipontban pedig meghatirozhatd, hogy mi legyen a szogek egysége, a
pontok, és a tengelyek stilusa, mi legyen a tengelyeken az egység... sth. Ezt
azért tartom jonak, mert igy az aktualis oktatasi cél hatarozhatja meg, hogy mi
legyen lathaté a munkalapon.

3.4. Segédanyagok készitése szempontjabol hasznos funkciok

Segédanyagok készitésekor gyakran iitkozhet a készitdé bosszantd technikai
akadalyokba: hogyan lehet beszarni az elkésziilt abrat egy dokumentumba,
hogyan publikdlhato az animacid... stb. A GeoGebraval szerencsére
konnyedén legy6zhetdk ezek az akadalyok. A rajzlap egyszeriien masolhatd a
vagolapra, de mentheté képként, s6t PSTricksként is. A munkalap
exportalhaté dinamikus weblappd. Az exportalas soran tobbek kozott az
alabbi informacidk adhatok meg: szerzd, cim, datum, szerkesztés eldtt és utan
megjelend szoveg, igy konnyedén készithetd - honlap szerkesztési ismeretek
nélkil is — kompakt segédanyag.

Az elébbiekhez képest aprosadgok, de hasznosak a Beallitdsok meniiben
talalhatd Pontelfogds ¢és Betiméret. A Pontelfogas segitségével csak
racspontokba tudunk pontokat elhelyezni, a Betlimérettel pedig beallithatd a
program Osszes betlijének mérete.

4. A GeoGebra hasznalata a matematikaoktatasban

Ebben a fejezetben szeretném 6sszefoglalni, hogy mi mindenre hasznalhat6 a
GeoGebra az oktatasban, milyen teriileteken nyujthat segitséget a tanaroknak
és a diakoknak.

Elséként azt emliteném meg, hogy milyen fontosnak tartom a diakok
motivalasat, érdeklédésének felkeltését. A jo pedagogusok természetesen a
szamitogépek elterjedése elott is tudtdk motivalni a gyerekeket, nem volt
sziikségiik kiilonbozd szoftverekre, igy joggal meriilhet fel az Olvasoban a
kérdés, hogy akkor most miért lenne sziikséges a kiilonb6z6 szoftverek
hasznalata? Els6sorban, azota sokat valtoztak a tanitvanyok, hiszen a
koriilottik 1évo vilag is nagyot valtozott. Masodsorban, ezek a programok is
csak részei az eszkoztarnak, amiket viszont nem érdemes kihagyni, hiszen
olyan lehetOségeket adnak, amelyek mas eszk6zokkel csak részben vagy
egyaltalan nem érhetdek el.

A motivalason kiviil egy masik fontos feladat a differencialas, amelyben
nagy segitséget nyujthatnak a  kiilonbozé szoftverekkel —készitett
segédanyagok.

GeoGebraban az animaciok, a valtoztathato paraméterck segitségével a
didkok konnyebben megsejthetik, megérthetik, vagy belathatjdk az
Osszefliggéseket. A tanarok gyorsabban, de ugyanakkor hatdsosan a lényeget
kiemelve ismételhetnek at kiilonb6z6 témakoroket az oOran. A tanarok
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segédanyagaikhoz latvanyos abrakat készithetnek a GeoGebra segitségével,
dinamikus munkalapjaikat konnyedén publikalhatjdk az internet, elérhet6vé
téve azokat didkjaik szamara. A gyakorld pedagdégusok munkajat
megkonnyitheti, hogy a program segitségével konnyedén tudjak egy feladat
adatait Ugy megadni, hogy az eredmény ,szép” legyen. A program
segitségével a diakok és a tanarok is konnyedén ellendrizhetik az
eredményeiket.

5. A GeoGebra tamogatasa

A GeoGebra vilagszerte ismert program ezt bizonyitja az is, hogy szamtalan
nyelvre leforditottak. Nem csak a program érhet6 el kiilonbozé nyelveken,
hanem a Help, a program weboldala is, ahol szdmtalan hasznos informacié
talalhato. A forditasokat lelkes Onkéntesek végzik a honalaprol letdlthetd
leirasok alapjan.

Sok tanar szdmara okoz problémat az, hogy nincs elég ideje ujabb és
ujabb munkalapokat késziteni. Nagy segitséget nyujthat szamukra, a
GeoGebra wiki, ahonnan barki tolthet le GeoGebraval készitett
segédanyagokat, amit aztan kedve szerint felhasznalhat a munkajaban. A wikit
regisztracio utan barki szerkesztheti, bovitheti. Par hete jott létre a wiki
magyar valtozata, ahol egyre tobb magyarnyelvii segédanyag érhet6 el.

A program és a segédanyagok dnmagukban azonban nem elegek ahhoz,
hogy ennek a remek eszkoznek a hasznalata beépiiljon a mindennapi
oktatasba, ezért vilagszerte GeoGebra intézetek hoznak létre, amelyek a
tanarok tovabbképzésére hivatottak. Magyarorszagon egyel6re kevés ember
ismeri a programot, de remélhet6leg majd itthon is lesznek olyan akkreditalt
tovabbképzések, ahol az oktatok megismerkedhetnek a szoftverrel.

6. Zarszo

Remélem, hogy a fenti ismertetd az Olvasot is meggydzte arrdl, hogy a
matematika tanaroknak érdemes megismerkednie a GeoGebra programmal,
hogy hasznalhassak azt munkdjuk soran.
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